
 

 

ВАРИАНТ 18 
ЗАДАЧА 1. ВЫЧИСЛИТЬ ЗНАЧЕНИЕ ФУНКЦИИ (ОТВЕТ ДАТЬ В АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ ФОРМЕ): 
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РЕШЕНИЕ. А). ВОСПОЛЬЗУЕМСЯ ФОРМУЛОЙ СВЯЗИ МЕЖДУ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМ КОСИНУСОМ 

И ГИПЕРБОЛИЧЕСКИМ КОСИНУСОМ:  ;  СH(Z)= COS(IZ). ПОЛУЧИМ CH(2-3I)=COS(2I-3I
2)= 

COS(3+2I). ПО ФОРМУЛЕ ТРИГОНОМЕТРИИ COS(3+2I)=COS(2I)·COS3-SIN(2I)·SIN3. 
ВОСПОЛЬЗУЕМСЯ ФОРМУЛАМИ СВЯЗИ МЕЖДУ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ И ГИПЕРБОЛИЧЕСКИМИ 

ФУНКЦИЯМИ: 
 COS(2I)=CH2;  SIN(2I)= ISH2. ПОЛУЧИМ CH(2-3I)=COS3·CH2- I·SIN3·SH2. 
Б). ВОСПОЛЬЗУЕМСЯ ФОРМУЛОЙ )k2(izln)z(Ln π+ϕ+= . В ДАННОМ СЛУЧАЕ Z=4-3I, 
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ОТВЕТ. А). CH(2-3I)=COS3·CH2- I·SIN3·SH2.  Б). )
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1
arctgk2(i5ln)i34(Ln −π⋅+=− . 

ЗАДАЧА 2. ВЫЯСНИТЬ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ СООТНОШЕНИЯ. СДЕЛАТЬ ЧЕРТЁЖ.  
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ЗАДАЧА 3. РЕШИТЬ УРАВНЕНИЕ:  .2zsh =  
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ЗАДАЧА 4. ДОКАЗАТЬ ТОЖДЕСТВО. 
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ЗАДАЧА 5. ВОССТАНОВИТЬ АНАЛИТИЧЕСКУЮ ФУНКЦИЮ ПО ЗАДАННОЙ МНИМОЙ ЧАСТИ ЕЁ: 
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РЕШЕНИЕ. ЧТОБЫ ФУНКЦИЯ V(X,Y) БАЛА МНИМОЙ ЧАСТЬЮ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ НУЖНО, 
ЧТОБЫ ОНА БЫЛА ГАРМОНИЧЕСКОЙ, Т.Е. ЕЁ ЛАПЛАСИАН ∆V БЫЛ БЫ РАВЕН НУЛЮ: ∆V=0, 
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ОЧЕВИДНО,ЧТО ЛАПЛАСИАН ∆V РАВЕН НУЛЮ. ТАКИМ ОБРАЗОМ, ДАННАЯ ФУНКЦИЯ ЯВЛЯЕТСЯ 

ГАРМОНИЧЕСКОЙ. ВОССТАНОВИМ ДЕЙСТВИИТЕЛЬНУЮ ЧАСТЬ U(X,Y) ФУНКЦИИ 
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ВТОРОГО УСЛОВИЯ ПОЛУЧАЕМ:  .
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СТОРОНЫ ПО ПЕРВОМУ УСЛОВИЮ ДАЛАМБЕРА-ЭЙЛЕРА .
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ПРИРАВНИВАЯ ЭТИ ВЫРАЖЕНИЯ, ПОЛУЧИМ: .0)x( =ϕ′  ИЛИ .C)x( =ϕ  ТАКИМ ОБРАЗОМ, 
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ПЕРЕЙДЁМ К ПЕРЕМЕННОЙ Z: 
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ВОСПОЛЬЗУЕМСЯ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ i
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ЗАДАЧА 6. ВЫЧИСЛИТЬ ИНТЕГРАЛ ПО ДУГЕ C  ОТ ТОЧКИ Z1  ДО ТОЧКИ Z2. 
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РЕШЕНИЕ. ВЫЧИСЛИМ ИНТЕГРАЛ, СВОДЯ ЕГО К КРИВОЛИНЕЙНЫМ ИНТЕГРАЛАМ ВТОРОГО РОДА 
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2, DY=2XDX. НАЧАЛЬНОЙ ТОЧКЕ Z1=0 СООТВЕТСТВУЕТ ЗНАЧЕНИЕ X=0, 
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ЗАДАЧА 7. ВЫЧИСЛИТЬ ИНТЕГРАЛ  ОТ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ. ∫
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РЕШЕНИЕ. ПРИМЕНИМ ФОРМУЛУ ИНТЕГРИРОВАНИЯ ПО ЧАСТЯМ: 
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ЗАДАЧА 8. НАЙТИ  ИНТЕГРАЛ, ИСПОЛЬЗУЯ ИНТЕГРАЛЬНУЮ ФОРМУЛУ КОШИ, ПО КОНТУ- 

РАМ L1, L2, L3.  .1
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РЕШЕНИЕ.  1). ПОДЫНТЕГРАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ АНАЛИТИЧНА ВСЮДУ, ЗА ИСКЛЮЧЕНИЕМ ТОЧЕК 

Z=-I И Z=2I. В КРУГЕ 
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ГДЕ L1 - ОКРУЖНОСТЬ ДОСТАТОЧНО МАЛОГО РАДИУСА С ЦЕНТРОМ 

В ТОЧКЕ Z=-I, А L2 - ОКРУЖНОСТЬ МАЛОГО РАДИУСА С ЦЕНТРОМ В 
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ЗАДАЧА 9. РАЗЛОЖИТЬ ФУНКЦИЮ В РЯД ЛОРАНА В ОБЛАСТЯХ.  
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РЕШЕНИЕ. КОРНЯМИ УРАВНЕНИЯ Z
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ЗАДАЧИ 10-11. ВЫЧИСЛИТЬ ИНТЕГРАЛЫ С ПОМОЩЬЮ ВЫЧЕТОВ. 

  10.  ∫
= +

−

3z
3

dz
)8z(z

1z2
     11.  ∫

= +
2z

dz
1z

z
cosz   

РЕШЕНИЕ.  10.  ПРЕОБРАЗУЕМ ПОДИНТЕГРАЛЬНУЮ ФУНКЦИЮ:
)4z2z)(2z(z

1z2

)8z(z

1z2
23 +−+

−
=

+

−
. 

КОРНИ ЗНАМЕНАТЕЛЯ: 3i1z,3i1z,2z,0z 4321 +=−=−== . ВСЕ КОРНИ ЯВЛЯЮТСЯ 

ПРОСТЫМИ ПОЛЮСАМИ ПОДЫНТЕГРАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ. ТОГДА 

,
24

5
]

)4z2z)(2z(z

)1z2)(2z(
[lim

)8z(z

1z2
sRe,

8

1
]

)8z(z

)1z2(z
[lim

)8z(z

1z2
sRe

22z3230z30
=

+−+

−+
=

+

−
−=

+

−
=

+

−
−→−→

 

24

)3i21(

)3i3)(3i1(3i2

)3i21(
]

)3i1z)(3i1z)(2z(z

)1z2)(3i1z(
[lim

)8z(z

1z2
sRe

3i1z33i1

−
−=

−−−

−
=

−−+−+

−+−
=

+

−
−→−

 

24

)3i21(

)3i3)(3i1(3i2

)3i21(
]

)3i1z)(3i1z)(2z(z

)1z2)(3i1z(
[lim

)8z(z

1z2
sRe

3i1z33i1

+
−=

++

+
=

−−+−+

−−−
=

+

−
+→+

 



 

 

ПОЛУЧИМ ОКОНЧАТЕЛЬНО: 0)
24

3i213i21

24

5

8

1
(i2dz

)8z(z

1z2

3z
3

=
++−

−+−π=
+

−
∫
=

. 

11. ПРЕОБРАЗУЕМ ПОДИНТЕГРАЛЬНУЮ ФУНКЦИЮ: 

)
1z

1
sin1sin

1z

1
cos1(cosz)

1z

1
1cos(z

1z

11z
cosz

1z

z
cosz

+
+

+
=

+
−=

+
−+

=
+

. ПОДЫНТЕГРАЛЬНАЯ 

ФУНКЦИЯ ИМЕЕТ СУЩЕСТВЕННО ОСОБУЮ ТОЧКУ Z=-1. ПОЭТОМУ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ ВЫЧЕТА 

ОТНОСИТЕЛЬНО ЭТОЙ ТОЧКИ СЛЕДУЕТ РАЗЛОЖИТЬ ФУНКЦИЮ В РЯД ЛОРАНА. ВОСПОЛЬЗУЕМСЯ 

РАЗЛОЖЕНИЕМ В РЯД ФУНКЦИЙ COSW И SINW ПО СТЕПЕНЯМ W: 

...
!7

w

!5

w

!3

w
w)wsin(...,

!6

w

!4

w

!2

w
1)wcos(

753642

+−+−=+−+−=  ПОЛАГАЯ 
1z

1
w

+
= , 

ПОЛУЧИМ:  

+
+

−
+

−+
+

−
+

+
+

−=
+ 3642 )1z(6

1

)1z(

1
[1sin...]

)1z(720

1

)1z(24

1

)1z(2

1
1[1{cosz

1z

z
cosz  

+
+

−
+
−+

−+
+

−
+

+
+

−+
−=+

+
+

36425 )1z(6

z

)1z(

11z
[1sin...]

)1z(720

z

)1z(24

z

)1z(2

11z
1[1cos...]}

)1z(120

1
 

...]
)1z(6

z

)1z(

1
1[1sin...]

)1z(2

1

)1z(2

1
1[1cos...]}

)1z(120

z
325
+

+
−

+
−−+

+
+

+
−=+

+
+  

ПОСЛЕДУЮЩИЕ СЛАГАЕМЫЕ НЕ СОДЕРЖАТ СТЕПЕНИ (Z+1)-1. КОЭФФИЦИЕНТОМ ПРИ (Z+1)-1
 В 

РАЗЛОЖЕНИИ ФУНКЦИИ БУДЕТ ЧИСЛО )1sin1cos
2

1
( +− . ВЫЧЕТ ДАННОЙ ФУНКЦИИ РАВЕН 

КОЭФФИЦИЕНТУ ПРИ (Z+1)-1
 В ДАННОМ РАЗЛОЖЕНИИ, Т.Е. )1sin1cos

2

1
(]

1z

z
cosz[sRe

1
+−=

+−
. 

СЛЕДОВАТЕЛЬНО. 

∫
=

+π−=+⋅π−=
+

2z

)1sin21(cosi)1sin1cos
2

1
(i2dz

1z

z
cosz . 

ОТВЕТ. 10. 0dz
)8z(z

1z2

3z
3

=
+

−
∫
=

.    11.  ∫
=

+π−=
−

2z

)1sin21(cosidz
1z

z
cosz . 

ЗАДАЧА 12. ВЫЧИСЛИТЬ НЕСОБСТВЕННЫЙ  ИНТЕГРАЛ С ПОМОЩЬЮ ВЫЧЕТОВ. 

.
)4x(

dx

0
32∫

∞

+
 

РЕШЕНИЕ. КОРНЯМИ ЗНАМЕНАТЕЛЯ ФУНКЦИИ 
32 )4x(

1
)z(f

+
=  ЯВЛЯЮТСЯ ЧИСЛА i2z 2,1 ±= . В 

ДАННОМ СЛУЧАЕ В ВЕРХНЕЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ РАСПОЛОЖЕН ОДИН ПОЛЮС Z=2I ДАННОЙ 

ФУНКЦИИ КРАТНОСТИ 3.  ТОГДА .
)4z(

1
sRei2

)4x(

dx
32i232 +

⋅π=
+

∫
∞

∞−

 

i512

3

i1024

6

)i2z(

12
lim

2

1

)i2z(

3

dz

d
lim

!2

1

)i2z()i2z(

)i2z(

dz

d
lim

!2

1

)4z(

1
sRe

5i2z4i2z33

3

2

2

i2z32i2
==

+
⋅=

+

−
⋅=

−+

−
⋅=

+ →→→
. 

СЛЕДОВАТЕЛЬНО. .
512

3

i512

3
i2

2

1

)4x(

dx

2

1

)4x(

dx

i

32
0

32

π
=π=

+
=

+
∫∫
∞

∞−

∞

 

ОТВЕТ.  .
512

3

)4x(

dx

0
32

π
=

+
∫
∞

 

ЗАДАЧА 13. ВЫЧИСЛИТЬ  ИНТЕГРАЛ ОТ ЗАДАННОЙ ВЕТВИ МНОГОЗНАЧНОЙ ФУНКЦИИ ПО КРИВОЙ 

С ОТ ТОЧКИ Z1 ДО ТОЧКИ Z2. 



 

 

∫
C

zdzlnz  , ГДЕ С – ЧЕТВЕРТЬ ОКРУЖНОСТИ 01ln,iz,1z),0y,0x(,1z 21 =−==≤≥= . 

РЕШЕНИЕ. РАССМОТРИМ ФУНКЦИЮ ).k2(izlnLnz π+ϕ+=  РАССМАТРИВАЕТСЯ ТА ВЕТВЬ 

ФУНКЦИИ, ДЛЯ КОТОРОЙ В ТОЧКЕ Z=1 ВЕЛИЧИНА LNZ БУДЕТ ПРИНИМАТЬ ЗАДАННОЕ ЗНАЧЕНИЕ. 
С ОДНОЙ СТОРОНЫ ).k20(i1ln1Ln π++=  С ДРУГОЙ СТОРОНЫ 01ln = . СРАВНИВАЯ ЭТИ  

ВЫРАЖЕНИЯ, ПРИХОДИМ К ВЫВОДУ, ЧТО УКАЗАННОЙ ВЕТВИ ФУНКЦИИ СООТВЕТСТВУЕТ 

ЗНАЧЕНИЕ  K=0. СЛЕДОВАТЕЛЬНО, ДАННАЯ ВЕТВЬ ФУНКЦИИ ИМЕЕТ УРАВНЕНИЕ .izlnzln ϕ+=  

ТАКИМ ОБРАЗОМ, 

−−−−=−=−=

==

==
=

−−

∫∫ )1)iln(2(
4

1
)1zln2(

4

z
zdz

2

1
zln

2

z

2

z
vzdzdv

z

dz
duzlnu

dzzlnz

i

1

2

C

i

1

2

2
C

i
4

1

2

1
)i(

4

1

2

1
]11)

2

i
i(ln2[

4

1
)1)1ln(2(

4

1
π+=π−−=−−+

π
−−−=−− . 

ОТВЕТ. i
4

1

2

1
zdzlnz

C

π+=∫  . 

 


